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Mgr. Pavel Nekvinda Funkce, rovnice a jejich uziti

UZiti goniometrickych funkci v trigonometrii

Zdkladni vlastnosti trojihelniku
+  Trojlhelnikovd nerovnost
Soucet velikosti kazdych dvou stran trojuhelniku je vétsi nez strana treti.

a+b>c
a+c>b
b+c>a

«  Vnitrni dhly
Soucet vnitfnich dhld trojihelniku je primy dhel (resp. 180°, resp. m rad).
a+pf+y=180°
a+pf+y=mn
+  Jednoznaéné urceni trojlhelniku (véty)
o sss  jsou ddny viechny tri strany
o sus jsou ddny dvé strany a dhel jimi sevieny
o usu je ddna strany a Ghly k ni prilehlé
o Ssu jsou ddny dvé strany a Uhel proti vétsi z nich

Rovnostranny

Zvlé$tni druhy trojihelniki

+  Rovnostranny

o viechny ti strany jsou shodné Rovnoramenny
o viechny tFi vnitfni dhly jsou 60° /\
S 3
. §b b
« Rovnoramenny < ?

o ramena (b), zdkladna (a)
o ramena jsou shodné strany m
o (hly pFi zdkladné jsou shodné zdkladna
Pravolhly
+  Pravodhly

o odvésny (a, b), prepona (c)

o dhel proti preponé je pravy

C
prrepona
Obr 1. Zvldstni typy
trojihelnikd

o c?=ad’+b% ... Pythagorova véta

UzZiti goniometrickych funkci v trigonometrii 2



Mgr. Pavel Nekvinda Funkce, rovnice a jejich uziti

Obecny trojihelnik

Obecny trojuhelnik je libovolny trojihelnik - nemusi byt osové ani stredové soumérny ani
24dny jeho vnitfni thel nemusi byt pravy.

Rovnoramenny, rovnostranny a pravolhly trojihelnik jsou jen zvldstni pripady obecného
trojihelniku. Neni-li jisté, zda se jednd o néktery ze zvld$tnich druhd trojihelniku, je tfeba
s nim zachdzet jako s obecnym trojihelnikem.

V obecném trojlhelniku plati cyklickd zdména - CZ
Vztahy mezi stranami a Ghly se nezméni zménou znaceni
(viz Obr. 2)
V obecném trojuhelniku vyjadrfuji vztahy mezi velikostmi C Z
stran a Ghld dvé véty'
-+ Sinovd véta

\H"--._____.--"#'

+ Kosinovad véta Obr 2: Cyklickd zdména

Sinovd véta

Pomer velikosti strany a sinu protilehlého dhlu je
v trojuhelniku stdly.
a _ b _ ¢

—=——=—""=2r
sino.  sinf} siny

Ze sinové véty mimo jiné plyne
a_sino

b sinp

sino _ sinf3
a b

czZ

cz

Obr 3: r ... polomér kruznice opsané

1 Pythagorova (CI) véta je pojmenovdna podle Pythagora ze Samu (6. stol. p¥. n. .);
sinovd (JAKA) véta je pojmenovdna podle funkce sinus; nikoli Sinova véta - 2ddny Sinus neZil; nikoli Synova véta - a
kdo by potom byla jeho matka?
kosinovd (JAKA) véta je pojmenovdna podle funkce kosinus; nikoli Kosinova véta - zddny Kosinus neil, piijment
Kosina md v Cechdch 895 ob&anfi, ale nikdo z nich vétu nevlastni; také nezaméfovat s vétou Kozinovou: ,Lomikare,
Lomikare, zvu té na boZi sid..."
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Pouziti sinové véty
1. dvé strany a dhel proti vétsi z nich

2. dvé strany a Uhel proti mensi z nich -
dvé reseni

3. stranu a dva dhly
zndme-li dva dhly, je zndme i (hel treti:
a+p+y=180°

Obr 4: Sinovou vétou

Kosinova véta
Pro kazdy trojiuhelnik ABC s vnitrnimi dhly a, B, v a stranami a, b, ¢ plati:

=a’+b’—2abcosy (/4

Z kosinové véty mimo jiné plyne

b’=d’+c’—2accosP
a’=b*+c*=2bccosa
2 2 2
a+b —c
cosy=———— cZ
b4 2ab

Pouziti kosinové véty
1. tri strany

2. dvé strany a dhel jimi sevireny

Obr 5: Sinovou vétou

Pythagorova véta je specidlni pripad kosinové véty pro  y=90° (pravolhly trojihelnik)

=a’+b’—2abcosy=a’+b"—2abcos90°=a’+b" —2a b-0=a’+b’
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Regeni trojdhelniku?

Priklad 1
Reste trojihelnik ABC, je-li ddno

a=>5

o o
1l
Ao

a,p,y=?

Pomoci kosinové véty uréime alesponi jeden vnitrni Ghel

+  Druhy dhel Ize ndsledné urcit

o bud obdobné pomoci kosinové véty - pouzijeme cyklickou zaménu

o nebo pomoci sinové véty

Treti dhel |ze ndsledné uréit

o bud’ obdobné pomoci kosinové véty - pouzijeme cyklickou zdménu

o nebo pomoci sinové véty

o nebo dopocitdnim do primého dhlu (180°, )

2 2 2
a’=b"+c"—2bccosa =

b +ct—d’ _ 6°+7°—5*

- —0,714285714
S e 267
0=44°24"55"
2 2 2 2 2 2
a+c —b" 547 -6
- - —0,542857142
cosf 2ac 2.57 ’
B=57°7"18 "
cos _a2+b2_cz_52+62_72_02
Y= 0un 256
y=78°27"47"

2 Resit trojuhelnik znamend jingmi slovy uréit velikosti viech jeho stran a Ghl
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Priklad 2
Redte trojdhelnik ABC, je-li ddno

oa=60°
b=6
c="7

a,p,y=7?
Pomoci kosinové véty urime stranu a
Druhy Uhel Ize ndsledné uréit
o bud pomoci kosinové véty
o nebo pomoci sinové véty
Treti dhel |ze ndsledné urcit
o bud’ obdobné pomoci kosinové véty
o nebo pomoci sinové véty

o nebo dopoCitdnim do primého dhlu (180°, )

a=\/b2+c2—2 bccos oc=\/62+72—2'6~7~cos 60°=+43

a+ct—b* (V83 +7 -6

= = =0,609994281
cosp 2ac 2~\/4_3'7
=52°24'39"
2 2 2 7 \2 2 2
a+b —c (\/43) +6"—7
cosy= = — =0,381246425
Y= 27436
y=67°35'21"
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Priklad 3
Redte trojdhelnik ABC, je-li ddno

a=30°
a="7
b=6

c,B,y=?
Uhel proti del$i strané
Pomoci sinové véty urime thel B
Treti Uhel y ndsledné uréime dopoéitdnim do primého dhlu (180°, m)
Treti stranu ¢ Ize ndsledné dopoéitat
o bud pomoci kosinové véty

° nebo pomoci sinové véty

a b sinf} _sina
= @ —=—

sina  sinf b a

sinf3 =§ -sina:%-sin 30°=0,428571428

p=25°22'37"
y=180°—(a+p)=180°—(30°+25°22'37 7 )=124°37'23 ”

a _ ¢
sinot siny
siny :7sin 124°37'23"”
sin o sin30°

=

c=a =11,52
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Priklad 4
Redte trojdhelnik ABC, je-li ddno

a=30°
a=>5
b=6

h
dvé Fedeni
h

c,B,y=?
Uhel proti kratsi strané - dvé FeSeni
Pomoci sinové véty uréime thly g, B’
Treti Uhly y, vy’ ndsledné uréime dopocitdnim do primého dhlu (180°, m)
Treti strany ¢, ¢'lze ndsledné dopoéitat
o bud pomoci kosinové véty

° nebo pomoci sinové véty

a _ b R sinf _sina
sino.  sinf b a

. a_ b 6 . o
s1n[3—a Sino=7 sin 30°=0,6

p=36°52"12"
B'=180°—P=180°-36°52"12"=143°7"'48"

y=180°—(a+p)=180°—(30°+36°52"12 ”)=113°7'48 ”
y'=180°—(a+p')=180°—(30°+143°7'48 7 )=6°52"12"

a c

— = — =

sino.  siny

siny_ssin113°7'48”

sina sin 30°

¢'=a s1py :551116. 5212 =120
sina sin 30 °

c=da

=9,20
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Priklad 5

Redte trojdhelnik ABC, je-li ddno
a=5
a=30°
y=70°

a,o,y=7?
+  Treti Uhel urdime dopolitdnim do primého Uhlu (180°, )
+  Druhou stranu uréime pomoci sinové véty
« Treti stranu Ize ndsledné dopocitat
o bud pomoci kosinové véty

o nebo pomoci sinové véty
B=180°—(a+y)=180°—(30°+70°)=80°

a b
. == =
sino.  sinf

b=g sm[3_5 sin80° _

—=35— =9,85
sin o sin30°

asmy _s sin70° _

c: N " -
SIn o sin30°

9,40
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Mgr. Pavel Nekvinda

Praktické trigonometrické dloh
Regeni obecného trojiihelniku md v praxi velmi iroké ugiti. Pomoci trojihelniku zemémérici

zmérili cely svét - vysky hor na které nebylo treba vySplhat, vzddlenosti, které nebylo treba
prekonat. Pomoci trojdhelnikl astronomové méri vzddlenosti hvézd. Poéitacovd grafika neni

nic jiného nez trojuhelnik vedle trojdhelniku.

Pojmy v prikladech
¢ridkl pod zornym dhlem ¢

Zorny uhel - z bodu A je vidét parta tuchd
k Tux vzhledem k bodu A levituje ve vyskovém dhlu g

vV

Vyskovy dhel - Tuéna
Hloubkovy thel - Tucndk Tux vzhledem k bodu A plove v hloubkovém Ghlu w

Paralaxa - je v astronomii thel m, o ktery se na obloze nebeské téleso posune, je-li pozo-

rovdno z krajovych bodl vhodné zvolené zdkladny®.

vodorovny smér

Obr 7: Hloubkovy uhel

3
&
-
w
-

®
&
5

&

5

=

=

IEEEE TR

-
&
[
-
-
-
#
[l
-
]
-
-
-
-
&
-
-
- -
- -
= -
-
- -
o
-
=

Obr 9: Paralaxa
3 Vypolet paralaxy se pouZivd hlavné pro méfeni vzddlenosti objektli ve vesmiru. Pro méfeni vzddlenosti objektl ve
sluneéni soustavé se jako zdkladna pouzivd polomér Zemé, pro méreni vzddlenosti hvézd se pouzivd polomér obézné

drdhy Zemé (vzddlenost Zemé-Slunce)
10
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Priklad 6

Z mista A je vidét vrchol véZe pod vyskovym Uhlem
a a z mista B pod vySkovym lhlem B. Vzddlenost
mist Aa B je d. UrCete vizky vysku A.

a=30°
p=70°
d=|AB|=100 a
B'privrcholu B B'=180°—f
v AABC:
8=180°—(a+p')=180°—(a+180°—p)=180°—a—180 °+p=p—a
|BC|__d
sina sind
sina sina
BC|=d——(=
|BC] sind  sin(B—a)
v ABPC:
@:sinﬁ =
h=|BC|=d ‘sma -sin|3=100$1,n30 -sin 70 -7
sin(p—oat) sin (70°—30°)
Priklad 7
Uréete vzddlenost* hvézdy Proxima Centauri, jejiz paralaxa je 0,772".
1 AU _ . 14U
= =————=267182 AU q
a s - ¢ sin0,772 " 3
14U . L it
A =cotg = b=1AU-cotg0,772"=267182 AU b

4 1 AU (astronomickd jednotka) je stfedni vzddlenost Zemé-Slunce, coz je 149 597 870 km.
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Priklad 7

Urcete jak daleko je z vaseho mistecka na .
pldzi (bodu B) na ostrivek (bod C), neumite-li Cil
plavat, ale po&itat ano. “a

Naleznéte néjaké vyznacné nehybné a
dostupné misto, napr. Zelvu (bod A) B
Zmérte (odkrokujte) vzddlenost bodl A :d %

AaB-1krok=075m -~

Zmérte Uhly a a B - natdhnete-li pred sebe ruku, pak sevifend pést vymezuje zorny

thel 10°
a=30°
p=135°
d=|AB|=50
|BC|=?
y=180°—(a+p)=15° sin 15°=sin(45°-30°)=
50 BC| =sin 45°cos 30 °—cos45 °sin 30 °=
1 150: in30° :\/_2.\/_3_Q.1_:
Sin sin 2_2 5 5
sin 30 ° V2 =
= =—(vV3—1)~
|BC|=5020 7 3-1)
0,5 . ﬁ(1,7—1)~0,25 (kalkulacka0,258819045)
|BC|:50m:100 (kalkulacka 96,6) 4

Z nadeho mistecka na pldZi je na ostrivek dvakrdt dél neZ k Zelvé.
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Sbirka

I. Reste trojlhelnik ABC (uréete velikosti stran a vnitinich Ghid)
1. a=65;b=46,a0=42°35"

2. b=13,4;¢c=163,y=70°12"

3. a=40,;0=26°38",=89°40"'
4. b=79,5;,=65°20";y=54°40";
5. a=7;,b=4;y=38°

6. a=109;c=152,;p=67°

7. a=16,b=25;c=36

8. a=5;b=6;c=7

IT. V jakém zorném Uhlu se jevi predmét 70 m dlouhy pozorovateli, ktery je od jednoho
jeho konce vzddlen 50 m a od druhého konce 80 m.

ITI. Na vrcholu kopce stoji rozhledna 35 m vysokd. Patu i vrchol vidime z urcitého
mista v Udoli pod vySkovymi Uhly o velikosti a = 28° a p = 31°. Jak vysoko je vrchol
kopce nad rovinou pozorovaciho mista?

IV. Na brehu reky stoji budova, z jejichZ dvou nad sebou umisténych oken ve vzddlenosti
12 m je vidét bod na druhém brehu (v roviné kolmé ke sméru reky) v hloubkovych
Uhlech o velikosti a = 37°57" a p = 25°26". Vypoctéte Sirku reky.

V. Cil C je pozorovdn ze dvou délostreleckych pozorovatelen A, B, které jsou od sebe
vzddleny 975 m, pfitom je |<BAC| = 63°, | <ABC| = 48°. Vypolitejte vzddlenost |AC|.
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Reseni

I 1) p=28°37",y=108°48";¢c=90,9 2) a=59°8';=50°40"';a=14,9
3) y=63°42';h=89,2,¢=80,0 4) a=60°;a=758,c=714
5) a=109°23",;$=32°37",¢c=4,6 6) a=42°31",y=70°29"';h=14,8

7) a=22°20";p=36°25";y=121°15" 8) a=22°20";B=36°25" y=121°15"
II  60°

IIT 269 m
IV 3943m
v 776 m
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