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Exponencidlni a logaritmické rovnice

Doposud jsme rovnice (linedrni, kvadratické apod.) Fesili pomoci ekvivalentnich dprav', k Feseni
iraciondlnich rovnic (nhapF. rovnic s odmocninami) se uZivd disledkovd neekvivalentni dprava

Jumocnéni*?, k Fedeni rovnic vyssich Fddd (napF. rovnic Etvrtého stupné) se uzivd diisledkovd

m3

neekvivalentni Uprava ,odmocnéni

Pri reSeni exponencidlnich a logaritmickych rovnic se €asto vyuZivd analogie - z exponencidlni
(resp. logaritmické) rovnice prejdeme k rovnici napf. linedrni. Dalsi novinkou je i substituce
(nahrazeni) - komplikovany vyraz nahradime jednodussim, coZ ndm usnadni prdci.

K Fedeni exponencidlnich a logaritmickych rovnic lze vyuZit hned nékolik raznych pristupd,
riznych metod; jednotlivé typy probereme od téch jednodussich.

Priklad 1 rovnost mocnin se stejnym zdkladem
Ry 1
RestevR 5"'=5’
JelikoZ se rovnaji mocniny se stejnym zdkladem (5), musi se rovnat i exponenty. Z exponencidlni
. 1 3 ’ . oy Y . sy ..
rovhice 5" =5 pomoci analogie miizeme prejit k linedrni rovnici  x+1=3
x+1_ =3

5 5

x+1=3

x=2

PFiklad 2 rovnost logaritmi se stejnym zdkladem
RestevR log,(x+1)=log3

JelikoZ se rovnaji logaritmy se stejnym zdkladem (5), musi se rovnat i logaritmované vyrazy.
Z logaritmické rovnice log,(x+1)=log,3 pomoci analogie mizeme prejit k linedrni rovnici
x+1=3
logs(x+l)=10g53
x+1=3
x=2

1 Ekvivalentni Upravy (1. upravend rovnice md stejné koreny jako rovnice plivodni) jsou tFi:
*  Strany rovnice Ize vzdjemné zaménit
*  Kobéma strandm rovnice pricteme stejny vyraz
*  Obé strany rovnice vyndsobime stejnym nenulovym vyrazem

2 Dusledkem umocnéni obou stran plvodni rovnice je novd rovnice, kterd md i takové kofeny, které nejsou kofeny
rovhice plvodni. Proto je po pouZiti takové neekvivalentni dpravy viechny koFeny provérit (napf. zkouskou).

3 Disledkem odmocnéni obou stran plivodni rovnice je novd rovnice, kterd nemd viechny kofeny, které jsou kofeny
rovhice plvodni. Tato lprava se pouZivd ke zji§téni alespofi nékterych korent rovnice a k ndslednému snizeni stupné
pomoci rozkladu na korenové Cinitele.
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Priklad 3 logaritmovani*

RestevR 5"'=2’
ProtoZe nelze vyrazy upravit na mocniny o stejném zdkladu, celou rovnici ndsledné logaritmujeme.
5x+1 :23
5x+1 — 8
x+1=1log,8
x+1=logs;8—1
x=0,29203

Priklad 4 odlogaritmovani*

RestevR log,(x+1)=3
log,(x+1)=3

x+1=5"
x=125-1
x=124

Pri Feeni exponencidlnich a logaritmickych rovnic je ¢asto tfeba vyrazy na obou strandch nejprve
upravit. K fomu vyuzivdme nejen ekvivalentni dpravy (ty se ale brzy ukdzi jako ne zcela
ekvivalentni), ale i véty o logaritmech® a zdkladni vlastnosti logaritmd® a mochin’.

Zpravidla .do Rima®™ nevede jen jedna cesta. Ndpadii a cesticek (lidové chybné nazyvanych
postupy) Easto mlzeme volit hned celou prehrsel. Ze zfejmych divodl se tedy omezime pouze na
omezeny polet moZnosti. Proto Vds pFi prochdzeni ndsledujicich modelovych pFikladi jisté nejednou
napadne jiny krok - a to miiZze byt sprdvny krok!

4  Logaritmovdni a odlogaritmovdni
a"=M = log, M=E
5  Véty o logaritmech

log, (x-y)=log, x+log,y ... v
loga§=10gax—logay ...................... VI
log, x"=n-10g, X VII
N II
log,1=0
log, x
log, x= e v
log,a
7 a”a’=a"" VIIT
p
a—q:ap_q ..................................................... IX
a
(@?)'=a" " o X
a1
A T e ——es XTI
a

8  Velice vtipny odkaz ha zndmé dslovi Vsechny cesty vedou do Rima.
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Priklad 5
RestevR log(x+2)—log(x—1)=2—1log4 .

Strategie A. VSechny logaritmy jsou dekadické; vyrazy s logaritmy prevedeme na jednu stranu
rovnice (soucty a rozdily) a pomoci vét o logaritmech prevedeme na jediny logaritmus;
odlogaritmovdnim prejdeme k jinému typu rovnice.

log(x+2)—log(x—1)=2—log 4

log4+log(x+2)—log(x—1)=2

log 4-(x—+2): 2 odlogaritmujeme

(x=1)

4‘ ()C +2) — 102

(x—1)

4-(x+2)=100-(x—1)

(x+2)=25-(x—1)

x+2=25x-25

27=24x

8x=9

x:8—
Strategie B. Vyrazy s logaritmy (zvld$t' vyrazy s nezndmou x a Ciselné vyrazy) se pokusime
zjednodusit a vyuZzijeme rovnost logaritmi se stejnym zdkladem.

log(x+2)—log(x—1)=2—log 4 Zkouska
log(x+2)—1log(x—1)=2-log 10—log 4 11 log(x+2)—log(x—1)=2—1log4
log(x+2)—log(x—1)=log 10°—log 4 Vil =2
log(x+2)— 1 g(x—1)=log 100 —log 4 8
10g(x+2) zlogloo VI L:log(9—+2)—1og(9——1):1,39794
(x—1) 8 8
log(X+2):10g25 P=2-log4 1,399794
(x—1) L=P = x=-
(x+2)_25 8
(x—1)
x+2=25(x—1)
x+2=25x-25
24 x=27
x=o
8

Zkouska jako soudst reseni

Jisté jste si povsimli, Ze jsme doposud aZ trochu lehkovdzné predpoklddali existenci vyrazt
s logaritmy a lomenych vyrazii bez jakychkoli omezeni. To samozfejmé neni mozné; logaritmus je
definovdn pouze pro vyrazy nabyvajici kladné hodnoty a nulovym vyrazem také neni mozné délit.
JelikoZz nasim cilem je uréeni korend plvodni rovnice, mizeme si prdci ushadnit: kofeny zpétné
dosadime do plivodni rovnice a ovéFime pro né rovnost, pripadné existenci plivodnich vyrazi. Koreny,
které nebudou vyhovovat plvodni rovnici z Fedeni vylouCime - k Fedeni tedy pripojime vZdy
zkousku.
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Priklad 6

Restev R 2-log;(x—1)=0,5(log,x’—log; x)

ReSeni A
2-log;(x—1)=0,5(log,x’—log,x) rovnici vynasobime 2

4-log,(x—1)=log, x’—log,x

5
4-log,(x—1)=log,*~ Vi
X
log;(x—1)*=log,x" Vil
(x—1 )42 x* rovnice 4. stupné
1
x1,2,3,4:5
Reseni B
2-log,(x—1)=0,5(log, x’—log, x) Vi
5
2-log7(x—1)=O,5~log7x—
x v
2-log;(x—1)=0,5-1og;, x* Zkouska
1 1 2_1 4\0,5 prox:l_
og;(x—1)"=log,(x") Vi 2
(1P X
X’ —=2x+1=x 2
—2x+1=0 linedrni rovnice (1. stupné) xen
x=t
2
Reseni €
2-log;(x—1)=0,5(log, x’—log, x) Vi
5
2-log,(x—1)=0,5-log,
X
2-log,(x—1)=0,5-log, x
2-log,(x—1)=2-log, x rovnici vydélime 2
log,(x—1)=log,x
x—1=x
—-1=0 = nepravda
XED

L:2~log7(1—— 1)=2-10g7(—1—

ndsobeni a déleni

5)

Jisté jste si poviimli podivné véci: Redeni rovnice se lisi podle toho, jak jsme rovnici Fesili. To viak
ale neni mozné! Pricinou je to, ze ne viechny Upravy, které jsme provddéli, byly ekvivalentni.
Hovorime-li o logaritmech, jednim dechem jako bychom hovorili o exponentech - mocnitelich. Proto
vynasobeni logaritmické rovnice (Regeni A) je vlastné jako umocnéni® a déleni rovnice (Regeni C)
vyjde nastejno jako odmocnéni®- to je .hebezpelnéjsi*, protoze o nékteré kofeny prijdeme.

V predchozim jsme dosli k tomu, Ze zkouSka je nutnou souldsti FeSeni. Reseni rovnice je tedy ve

xen .

viech pripadech:

Exponencidlni a logaritmické rovnice
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Pfed pouzitim nékterého z predchozich ,trikd" je ¢asto potfeba vyrazy v rovnici vhodné upravit.
Jak? - tak pravé to je ta podivnd matematikal

Priklad 6 dprava vyrazi

Reste v R 13—_2:125 :
5x

Strategie. Rovnici Ize upravit tak, aby na obou strandch byly mochiny 5 (rovnost mocnin).

1 ZK
3x—2 =125 1
5 L= =5"=125
5 3x+2_ g3 53(73)72
—3x+2=3 p=125
-1
X=—
3 L=P
Priklad 7

RedtevR 3"7=3"+2

Strategie. Rovnici nelze upravit tak, aby na obou strandch byly mocniny stejného zdkladu (rovnost
mochin). Rovnici upravime tak, aby na levé strané byl jediny vyraz s nezndmou x a pravé strané byl
&iselny vyraz. Logaritmovdnim rovnice vyjddrime nezndmou.
37?=3"+2
3%.37=3"+2
9-3"-3"=2 7K
8:3*=2 =3 126186+2:2’25
3x:1_ p=371216, 9995
4 L=P
xX= log31—
4
x=—1,26186

Priklad 8
RestevR In(x’—19)=In(2x+1)+In5 .

ZK
x=12
L=In(12"—19)=4,82831
P=In(2-12+1)+In5=4,82831
L=P

In(x*—19)= ln(2x+l)+ln5
In(x’~19)=In E(2x+1))

2
lr;(x—19) 10x+5) x=12 (jekoren)
x'=19=10x+5
xX’=10x—24=0 x=—2
x, =12 L=In((-2)’~19)=In(—15)  neni definovino
x,=—2 P=In(2:(—2)+1)+In5=In(-3)+In5  neni definovino

x#—2 (nenikoren)
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Mgr. Pavel Nekvinda Funkce, rovnice a jejich uziti

Priklad 9 _
Redte v R log,sx= 10g0,54+10g0,5J 7—0,5log 51

log,sx=1log,s4+logs V77— 0,51logs1
log, s x=log, ;4+log,s{ 7—0,5-0
log, s x=log, 4+log V7

log,sx= 10g0,5(4-J7)

x=447

ZK B
log, 54/ 7=—3,40368
logys4+1log;s V70,5 log,s 1=—3,40368

PFiklad 10
RestevR 5°7'=3""" |

37x:32x71

537"

* 73

125 _9° ZK

5 3 L=5""""=10,20052
125-3=9%.5" P=3""7""1=210,20052
45°=375 L=pP

x=log,;375

log375
=—=—"=-=1,55699
* log 45 ’

[V, AV, BV}

Exponencidlni a logaritmické rovnice 7



Mgr. Pavel Nekvinda Funkce, rovnice a jejich uziti

Literatura
JIRASEK, Franti$ek. Sbirka uloh z matematiky pro SOS a studijni obory SOU. 5. vyd. Praha:

Prometheus, 2001, 361 s. Ucebnice pro stfedni Skoly (Prometheus). ISBN 80-858-4955-0.

ODVARKO, Oldfich, Jana REPOVA a Ladislav SKRICEK. Matematika pro stfedni odborné $koly a
studijni obory strednich odbornych ucilist. 6. vyd. Praha: Prometheus, 1996, 142 s. Uebnice pro stfedni
Skoly (Prometheus). ISBN 80-719-6042-X.

Webova aplikace https://www.desmos.com/calculator

Exponencidlni a logaritmické rovnice 8



Mgr. Pavel Nekvinda

Funkce, rovnice a jejich uziti

Registracni ¢islo

CZ.1.07/1.5.00/34.0577

Sablona

IV/2 Inovace a zkvalitnéni vyuky smétujici k rozvoji
matematické gramotnosti zaku stfednich Skol

Tematicka oblast

Funkce, rovnice a jejich uziti

Nézev Exponencialni a logaritmické rovnice
Cislo DUM VY 42 inovace M2 15

Autor Mgr. Pavel Nekvinda

Ovéfeno ve vyuce dne 14. 06. 2013

Predmét Matematika

Roc¢nik P2

Anotace, klicova slova, metodicky
pokyn

Pracovni list s vysvétlenim zakladnich typt feseni
exponencialnich a logaritmickych rovnic, s ptiklady a feSenim.

Pokud neni uvedeno jinak, pouzity material je z vlastnich zdroju autora.

Exponencidlni a logaritmické rovnice



	Cvičení 2
	Funkce, rovnice a jejich užití
	Exponenciální a logaritmické rovnice
	VY_42_inovace_M2_15
	14. 06. 2013
	Mgr. Pavel Nekvinda
	Pracovní list s vysvětlením základních typů řešení exponenciálních a logaritmických rovnic, s příklady a řešením.
	Doposud jsme rovnice (lineární, kvadratické apod.) řešili pomocí ekvivalentních úprav, k řešení iracionálních rovnic (např. rovnic s odmocninami) se užívá důsledková neekvivalentní úprava „umocnění“, k řešení rovnic vyšších řádů (např. rovnic čtvrtého stupně) se užívá důsledková neekvivalentní úprava „odmocnění“.
	Při řešení exponenciálních a logaritmických rovnic se často využívá analogie – z exponenciální (resp. logaritmické) rovnice přejdeme k rovnici např. lineární. Další novinkou je i substituce (nahrazení) – komplikovaný výraz nahradíme jednodušším, což nám usnadní práci.
	K řešení exponenciálních a logaritmických rovnic lze využít hned několik různých přístupů, různých metod; jednotlivé typy probereme od těch jednodušších.
	Příklad 1 rovnost mocnin se stejným základem
	Řešte v R .
	Jelikož se rovnají mocniny se stejným základem (5), musí se rovnat i exponenty. Z exponenciální rovnicepomocí analogie můžeme přejít k lineární rovnici
	
	Příklad 2 rovnost logaritmů se stejným základem
	Řešte v R .
	Jelikož se rovnají logaritmy se stejným základem (5), musí se rovnat i logaritmované výrazy. Z logaritmické rovnicepomocí analogie můžeme přejít k lineární rovnici
	
	Příklad 3 logaritmování
	Řešte v R .
	Protože nelze výrazy upravit na mocniny o stejném základu, celou rovnici následně logaritmujeme.
	
	Příklad 4 odlogaritmování4
	Řešte v R .
	
	Při řešení exponenciálních a logaritmických rovnic je často třeba výrazy na obou stranách nejprve upravit. K tomu využíváme nejen ekvivalentní úpravy (ty se ale brzy ukáží jako ne zcela ekvivalentní), ale i věty o logaritmech a základní vlastnosti logaritmů a mocnin.
	Zpravidla „do Říma“ nevede jen jedna cesta. Nápadů a cestiček (lidově chybně nazývaných postupy) často můžeme volit hned celou přehršel. Ze zřejmých důvodů se tedy omezíme pouze na omezený počet možností. Proto Vás při procházení následujících modelových příkladů jistě nejednou napadne jiný krok – a to může být správný krok!
	Příklad 5
	Řešte v R .
	Strategie A. Všechny logaritmy jsou dekadické; výrazy s logaritmy převedeme na jednu stranu rovnice (součty a rozdíly) a pomocí vět o logaritmech převedeme na jediný logaritmus; odlogaritmováním přejdeme k jinému typu rovnice.
	
	Strategie B. Výrazy s logaritmy (zvlášť výrazy s neznámou x a číselné výrazy) se pokusíme zjednodušit a využijeme rovnost logaritmů se stejným základem.
	Zkouška jako součást řešení
	Jistě jste si povšimli, že jsme doposud až trochu lehkovážně předpokládali existenci výrazů s logaritmy a lomených výrazů bez jakýchkoli omezení. To samozřejmě není možné; logaritmus je definován pouze pro výrazy nabývající kladné hodnoty a nulovým výrazem také není možné dělit. Jelikož našim cílem je určení kořenů původní rovnice, můžeme si práci usnadnit: kořeny zpětně dosadíme do původní rovnice a ověříme pro ně rovnost, případně existenci původních výrazů. Kořeny, které nebudou vyhovovat původní rovnici z řešení vyloučíme – k řešeni tedy připojíme vždy  zkoušku.
	Příklad 6 násobení a dělení
	Řešte v R .
	Řešení A
	
	Řešení B
	
	Řešení C
	
	Jistě jste si povšimli podivné věci: Řešení rovnice se liší podle toho, jak jsme rovnici řešili. To však ale není možné! Příčinou je to, že ne všechny úpravy, které jsme prováděli, byly ekvivalentní. Hovoříme‑li o logaritmech, jedním dechem jako bychom hovořili o exponentech – mocnitelích. Proto vynásobení logaritmické rovnice (Řešení A) je vlastně jako umocnění2 a dělení rovnice (Řešení C) vyjde nastejno jako odmocnění3 – to je „nebezpečnější“, protože o některé kořeny přijdeme.
	V předchozím jsme došli k tomu, že zkouška je nutnou součástí řešení. Řešení rovnice je tedy ve všech případech: .
	Před použitím některého z předchozích „triků“ je často potřeba výrazy v rovnici vhodně upravit. Jak? – tak právě to je ta podivná matematika!
	Příklad 6 úprava výrazů
	Řešte v R .
	Strategie. Rovnici lze upravit tak, aby na obou stranách byly mocniny 5 (rovnost mocnin).
	
	Příklad 7
	Řešte v R .
	Strategie. Rovnici nelze upravit tak, aby na obou stranách byly mocniny stejného základu (rovnost mocnin). Rovnici upravíme tak, aby na levé straně byl jediný výraz s neznámou x a pravé straně byl číselný výraz. Logaritmováním rovnice vyjádříme neznámou.
	
	Příklad 8
	Řešte v R .
	
	Příklad 9
	Řešte v R .
	
	Příklad 10
	Řešte v R .
	
	Literatura
	JIRÁSEK, František. Sbírka úloh z matematiky pro SOŠ a studijní obory SOU. 5. vyd. Praha: Prometheus, 2001, 361 s. Učebnice pro střední školy (Prometheus). ISBN 80-858-4955-0.
	ODVÁRKO, Oldřich, Jana ŘEPOVÁ a Ladislav SKŘÍČEK. Matematika pro střední odborné školy a studijní obory středních odborných učilišť. 6. vyd. Praha: Prometheus, 1996, 142 s. Učebnice pro střední školy (Prometheus). ISBN 80-719-6042-X.
	Webová aplikace https://www.desmos.com/calculator




